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Вариант II

1. Высота CD прямоугольного треугольника ABC отсекает 
от гипотенузы АВ, равной 9 см, отрезок AD, равный 
4 см. Докажите, что � ABC 	 � ACD, и найдите АС.

2. Диагонали АС и BD четырёхугольника ABCD пересе-
каются в точке О, АО = 18 см, ОВ = 15 см, ОС = 12 см, 
ОD = 10 см. Докажите, что ABCD — трапеция.

Вариант III (для более подготовленных учащихся)
1. Диагональ АС трапеции ABCD (AB � CD) делит её на 

два подобных треугольника. Найдите SABCD, если АВ = 
= 25 см, ВС = 20 см, АС = 15 см.

2. Угол В треугольника ABC в два раза больше угла А. Бис-
сектриса угла В делит сторону АС на части AD = 6 см 
и CD = 3 см. Найдите стороны треугольника ABC.

Наряду с этими вариантами можно использовать варианты 
самостоятельной работы С-18 из дидактических материалов.

Основные требования к учащимся
В результате изучения параграфа учащиеся должны 

уметь формулировать и доказывать три теоремы о призна-
ках подобия треугольников и применять их при решении 
задач типа 550—555, 559—562, а также знать утвержде-
ния, сформулированные в задачах 556, 558, и уметь при-
менять их при решении задач типа 557.

Контрольная работа № 3 (1 ч)

Вариант I

1. На рисунке 60 AB � CD. а) Докажите, что АО : ОС =
= BO : OD. б) Найдите АВ, если OD = 15 см, ОВ = 9 см, 
СD = 25 см. 

2. Найдите отношение площадей треугольников ABC и 
KMN, если АВ = 8 см, ВС = 12 см, АС = 16 см, KМ = 
= 10 см, MN = 15 см, NK = 20 см.

Рис. 60 Рис. 61
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Вариант II
1. На рисунке 61 MN � AC. а) Докажите, что AB · BN =

= СВ · ВМ. б) Найдите MN, если АМ = 6 см, ВМ = 8 см, 
AC = 21 см.

2. Даны стороны треугольников PQR и ABC: PQ = 16 см, 
QR = 20 см, PR = 28 см и AB = 12 см, ВС = 15 см, 
AC = 21 см. Найдите отношение площадей этих тре-
угольников.

Вариант III (для более подготовленных учащихся)
1. Докажите, что прямая, проведённая через середины ос-

нований трапеции, проходит через точку пересечения 
диагоналей трапеции и точку пересечения продолже-
ний боковых сторон.

2. Даны отрезок АВ и параллельная ему прямая а. Вос-
пользовавшись утверждением, доказанным в задаче 1, 
разделите отрезок АВ пополам при помощи одной ли-
нейки.

Можно использовать также задачи из вариантов кон-
трольной работы К-3, содержащихся в дидактических ма-
териалах.

§  3   
Применение подобия к доказательству 
теорем и решению задач (7 ч)

Назначение параграфа — рассмотреть разнообразные 
применения подобия треугольников: при доказательстве 
новых утверждений, при решении задач, и в том числе 
задач на построение с помощью циркуля и линейки (метод 
подобия), в измерительных работах на местности; вырабо-
тать у учащихся навыки активного использования теории 
подобных треугольников в различных приложениях.

Материал параграфа рекомендуется распределить по 
урокам следующим образом: теорема о средней линии 
треугольника и свойство медиан треугольника — 2 урока; 
теоремы о пропорциональных отрезках в прямоугольном 
треугольнике и деление отрезка в данном отношении — 
2 урока; решение задач на построение методом подобия — 
2 урока; измерительные работы на местности, понятие о 
подобии произвольных фигур — 1 урок.

В начале первого урока полезно повторить с учащимися 
второй признак подобия треугольников и познакомить их 
с идеей доказательства теоремы о средней линии треуголь-
ника, решив устно следующие задачи по заготовленным 
чертежам:
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1. На рисунке 60 AO : OC = BO : OD. Докажите, что четы-
рёхугольник ABCD — трапеция или параллелограмм.

2. На рисунке 61 точки М и N — середины сторон АВ и 
ВС треугольника ABC. Докажите, что MN � AC.

После этого нужно дать определение средней линии 
треугольника и сформулировать теорему о средней линии 
треугольника. Доказательство теоремы можно предложить 
учащимся провести самостоятельно. На применение этой 
теоремы в классе рекомендуется решить задачи 564 (уст-
но), 567. О свойстве медиан треугольника (задача 1 из § 3) 
целесообразно рассказать учителю самому, а затем учащи-
еся решают (на доске и в тетрадях) задачу 570.

Дома: вопросы для повторения 8, 9 (с. 159); задачи 
565, 566, 571.

На следующем уроке усвоение изученного материала 
закрепляется в процессе решения устных задач.
3. На рисунке 62 ABCD — трапеция: AD � BC, AD = 2ВС, 

ВМ = МK, CN = NK, ВС = 6 см. Найдите PQ.
4. На рисунке 63 отрезки AA1, BB1, СС1 — медианы тре-

угольника ABC. Докажите, что: a) S SAOC BOC1 1
= ;  

б) S SAOB A OB= 2
1

;  в) S SAOC ABC1

1
6

= .

Рис. 63Рис. 62

Кроме того, в классе рекомендуется решить задачи 
568 (а), 617.

Дома: задачи 568 (б), 618.
В конце урока можно провести проверочную самосто-

ятельную работу.

Самостоятельная работа

Вариант I
Площадь ромба равна 48 см2. Найдите площадь четы-

рёхугольника, вершинами которого являются середины 
сторон данного ромба.
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Вариант II

Площадь прямоугольника равна 36 см2. Найдите пло-
щадь четырёхугольника, вершинами которого являются 
середины сторон данного прямоугольника.

Вариант III (для более подготовленных учащихся)
Площадь равнобедренной трапеции равна 40 см2. Най-

дите площадь четырёхугольника, вершинами которого яв-
ляются середины сторон данной трапеции.

Можно использовать также варианты самостоятельной 
работы С-19 из дидактических материалов.

Перед рассмотрением задачи 2 (п. 65) о пропорциональ-
ных отрезках в прямоугольном треугольнике полезно ввести 
понятие среднего геометрического (среднего пропорциональ-
ного) двух отрезков и далее устно решить следующие задачи:

5. Найдите длину среднего геометрического отрезков АВ 
и CD, если АВ = 8 см, CD = 18 см.

6. Найдите длины отрезков KL и MN, если один из них в 
четыре раза больше другого, а длина их среднего про-
порционального равна 12 см.

Изучение п. 65 можно организо-
вать следующим образом: устно по 
заготовленному чертежу (рис. 64) 
доказать подобие треугольников ABC 
и ACD, ABC и CBD, CBD и ACD, а 
затем как следствия из доказанного 
вывести утверждения 10 и 20 п. 65.

Далее в классе рекомендуется ре-
шить задачи 572 (а, в), 573 (устно), 
574 (а), 575 и разобрать приведённое в учебнике решение 
задачи 578.

Дома: вопросы для повторения 10, 11 (с. 159); задачи 
572 (б), 574 (б), 576.

Замечания. 1. Задачу 574 (а) полезно решить двумя 
способами: с помощью теорем о пропорциональных отрез-
ках в прямоугольном треугольнике и с помощью формулы 
площади прямоугольного треугольника. 

2. Желательно, чтобы решение задачи 578 (доказатель-
ство теоремы Пифагора) учащиеся законспектировали в 
своих тетрадях. 

На следующем уроке в классе можно решить задачи 
577, 584, 585 (а, б), 614.

Перед тем как разобрать задачу 584 (деление отрезка 
в данном отношении), полезно вспомнить задачу 556, вы-
полнив устно следующее задание:

Рис. 64
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7. На рисунке 65 AA1 � ВВ1 � СС1. По 
данным рисунка найдите х и у.

Дома: задачи 585 (в), 607, 623 
(с предварительным комментарием 
учителя).

На следующем уроке рекомен-
дуется провести проверочную само-
стоятельную работу.

Самостоятельная работа

Вариант I

1. На рисунке 64 BD = 16 см, CD = 12 см. Найдите АС, 
ВС, АВ, AD.

2. Начертите отрезок и разделите его в отношении 2 : 7.

Вариант II

1. На рисунке 64 АС = 3 см, CD = 8 см.  Найдите АВ, ВС, 
AD, BD.

2. Начертите отрезок и разделите его в отношении 5 : 4.

Вариант III (для более подготовленных учащихся)
1. Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 25 см, 

а высота, проведённая к ней, равна 12 см. Найдите ка-
теты треугольника и отрезки, на которые гипотенуза 
делится проведённой к ней высотой.

2. Начертите произвольный треугольник ABC и постройте 

отрезок PQ, удовлетворяющий условию PQ
AB

BC
AC

= .

Можно использовать также варианты самостоятельной 
работы С-20 из дидактических материалов.

Перед тем как приступить к решению задач на постро-
ение методом подобия, желательно напомнить учащимся 
основные задачи на построение. С этой целью в начале 
урока можно выполнить следующее задание:

Начертите остроугольный треугольник ABC. Постройте: 
а) медиану AM, биссектрису AD и высоту АН треугольни-
ка ABC; б) прямую BN, параллельную медиане AM. (Нет 
необходимости требовать, чтобы учащиеся фактически вы-
полнили все построения циркулем и линейкой, достаточ-
но, если они укажут в каждом случае последовательность 
выполнения операций.)

Задачу 3 из п. 66 целесообразно разобрать самому 
учителю, а затем в классе можно решить задачу 589 с 

Рис. 65
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оформлением на доске и в тетрадях учащихся. Примерное 
оформление этой задачи:

Дано: отрезок PQ, �hk (рис. 66, а).
Построить: � АВС: � A = �hk, BC = PQ, АВ : АС = 2 : 1.
Анализ (устно). Пусть � АВС — искомый (рис. 66, 

б). Тогда любой треугольник А1В1С1, в котором А1В1 � АВ 
(А1 
 АС, В1 
 ВС), подобен треугольнику ABC по первому 
признаку подобия (� А1 = � А, �C — общий). Следователь-
но, А1В1 : А1С = 2 : 1, � А1 = �hk. Таким образом, достаточ-
но построить какой-нибудь треугольник А1В1С, в котором 
А1В1 : А1С = 2 : 1, � А1 = �hk, а затем отложить на луче СВ1 
отрезок CB = PQ и через точку В провести прямую, парал-
лельную прямой А1В1. Точка А пересечения этой прямой 
с прямой А1С является вершиной искомого треугольника.

Построение. 1) Строим угол MA1N, равный данному 
углу hk (рис. 66, в).

2) Отмечаем произвольную точку С на луче A1N.
3) На луче А1М откладываем отрезок А1В1, равный 2А1С.
4) На луче СВ1 откладываем отрезок СВ, равный дан-

ному отрезку PQ.
5) Через точку В проводим прямую, параллельную 

А1В1. Она пересекает прямую А1С в точке А. Треугольник 
ABC — искомый.

Рис. 66

Доказательство. � АВС 	 � А1В1С по двум углам 
(� А = � А1 = �hk, так как АВ � А1В1, �С — общий), поэто-
му АВ : АС = А1В1 : А1С = 2 : 1. � ABC — искомый, так как 
� А = �hk, BC = PQ по построению, АВ : АС = 2 : 1.

Исследование (устно). Указанный способ решения 
задачи показывает, что задача всегда имеет решение. Все 
треугольники, удовлетворяющие условиям задачи, подобны 
по второму признаку подобия треугольников (� A = �hk,
АВ : АС = 2 : 1), следовательно, их углы соответственно рав-
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ны, а так как в любом из этих треугольников BC = PQ, то 
все они равны по второму признаку равенства треугольни-
ков. Таким образом, задача имеет единственное решение.

Далее в классе можно решить задачи 590, 622.
Дома: вопрос для повторения 12 (с. 159); задачи 586, 

587, 588.
При наличии времени в конце второго урока рекомен-

дуется провести проверочную самостоятельную работу.

Самостоятельная работа

Вариант I

Постройте прямоугольный треугольник по острому углу 
и медиане, проведённой из вершины этого угла.

Вариант II

Постройте прямоугольный треугольник по острому углу 
и биссектрисе прямого угла.

Вариант III (для наиболее подготовленных учащихся)
Постройте ромб по стороне и данному отношению 3 : 4 

его диагоналей.

Можно использовать также варианты самостоятельной 
работы С-21 из дидактических материалов.

На последнем из уроков, отведённых на изучение § 3, 
рекомендуется рассмотреть материал подпункта п. 66 
«Измерительные работы на местности» и решить в классе 
задачи 581, 582.

В конце урока желательно провести небольшую беседу 
(10 мин) о подобии произвольных фигур (п. 67).

Дома: вопросы для повторения 13, 14 (с. 159); задачи 
579, 580.

Основные требования к учащимся
В результате изучения параграфа учащиеся должны 

уметь формулировать определения средней линии тре-
угольника и среднего пропорционального (среднего геоме-
трического) для двух отрезков; формулировать и дока-
зывать теоремы о средней линии треугольника и точке 
пересечения медиан треугольника, теорему и её следствия 
о пропорциональных отрезках в прямоугольном треуголь-
нике, уметь применять их при решении задач типа 567, 
568, 570, 572—577; уметь объяснить, в чём состоит метод 
подобия решения задач на построение, применять его при 
решении задач типа 586—590, уметь разделить отрезок в 
данном отношении с помощью циркуля и линейки; уметь 
рассказать о применении подобия в измерительных рабо-
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тах на местности, а также о том, как вводится понятие 
подобия произвольных фигур; в ходе изучения темы уча-
щиеся должны проявить самостоятельность в получении 
новой информации из учебника.

Замечание. Практическое занятие (лабораторную ра-
боту) по проведению измерительных работ на местности 
можно провести в удобное время в конце учебного года.

§  4   
Соотношения между сторонами и углами 
прямоугольного треугольника (3 ч)

Назначение параграфа — познакомить учащихся с 
элементами тригонометрии, необходимыми для решения 
прямоугольных треугольников, а в дальнейшем для разра-
ботки тригонометрического аппарата геометрии. Здесь вво-
дятся понятия синуса, косинуса и тангенса острого угла 
прямоугольного треугольника, вычисляются их значения 
для углов 30�, 45� и 60�. Столь раннее введение элементов 
тригонометрии связано в первую очередь с тем, что они 
необходимы учащимся на уроках физики уже в самом на-
чале 9 класса.

Материал параграфа можно распределить по урокам 
следующим образом: п. 68 — 1 урок, п. 69 — 1 урок, ре-
шение задач — 1 урок.

Весь теоретический материал п. 68 можно дать в ви-
де небольшой лекции, усвоение содержания которой за-
крепляется в классе в процессе решения задач 591 (а, б), 
592 (а, в, д), 593 (а).

Дома: вопросы для повторения 15, 16, 17 (с. 159); за-
дачи 591 (в, г), 592 (б, г, е), 593 (б).

Решению прямоугольных треугольников рекомендуется 
посвятить часть первого и часть второго уроков. Полезно 
к каждой из задач 594—597 составить план решения, на-
пример:

Задача 594, а.
Дано: � ABC, �C = 90�, AC = b, 

�В = b (рис. 67).
Найти: ВС, АВ, � A.

Решение. 1. 
b

BC
tg= b,  BC

b
tg

=
b

.

2. AB
b

=
sin

.
b

3. � A = 90� – b.

В классе можно решить задачи 
594 (б), 597 (б), 598 (а). Рис. 67
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Дома: задачи 595 (б), 596 (б), 
598 (а).

Перед тем как приступить к 
вычислению значений тригономе-
трических функций для углов 30�, 
45�, 60�, желательно напомнить 
учащимся свойство прямоугольно-
го треугольника с острым углом в 30� и признак равно-
бедренного треугольника. С этой целью можно устно по 
заготовленным чертежам решить следующие задачи:
1. На рисунке 68 ABCD — параллелограмм, � A = 30�, 

АВ = 8, BD � AD. Найдите площадь параллелограмма.

2. На рисунке 69 ABCD — прямоугольная трапеция, 
ВK — высота, � А = � ABK, АK = KD = 2 см. Найдите 
площадь трапеции.

3. На рисунке 70 АС = ВС, � ACB = 120�. Найдите высоту 
ВK треугольника ABC, если АВ = 15 см.

Рис. 69 Рис. 70

После заполнения таблицы значений тригонометриче-
ских функций для углов 30�, 45�, 60� в классе рекомен-
дуется решить задачи 593 (а) — для значения a = 30�, 
593 (б) — для значения a = 45� (устно), 601.

При наличии времени можно провести самостоятельную 
работу по вариантам С-22 из дидактических материалов.

Дома: вопрос для повторения 18 (с. 159); задачи 600, 602.
Последний урок отводится на решение задач к § 3 и 4 

и подготовку к контрольной работе № 4. На этом уроке 
рекомендуется провести проверочную самостоятельную 
работу.

Самостоятельная работа

Вариант I

В равнобедренной трапеции меньшее основание равно 
4 см, боковая сторона равна 6 см, а один из углов трапе-
ции равен 120�. Найдите площадь трапеции.

Рис. 68
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Вариант II

В прямоугольной трапеции меньшее основание равно 
3 см, большая боковая сторона равна 4 см, а один из углов 
трапеции равен 150�. Найдите площадь трапеции.

Вариант III (для более подготовленных учащихся)

В треугольнике ABC АС = ВС, cos .B =
1
3

 Найдите отно-

шение высот AM и CN треугольника ABC.

Можно использовать также варианты самостоятельной 
работы С-23 из  дидактических материалов.

Основные требования к учащимся

В результате изучения параграфа учащиеся должны 
знать и уметь чётко формулировать определения синуса, 
косинуса и тангенса острого угла прямоугольного тре-
угольника; уметь доказывать утверждение о том, что ес-
ли два прямоугольных треугольника имеют по равному 
острому углу, то синусы этих углов равны, косинусы этих 
углов равны и также тангенсы этих углов равны; знать и 
уметь обосновывать основное тригонометрическое тожде-
ство; знать, чему равны значения синуса, косинуса и тан-
генса для углов 30�, 45� и 60�; уметь решать задачи типа 
591—602.

Контрольная работа № 4 (1 ч)

Вариант I

1. В прямоугольном треугольнике ABC � A = 90�, АВ =
= 20 см, высота AD равна 12 см. Найдите АС и cos С.

2. Диагональ BD параллелограмма ABCD перпендикуляр-
на к стороне AD. Найдите площадь параллелограмма 
ABCD, если АВ = 12 см, � A = 41�.

Вариант II

1. Высота BD прямоугольного треугольника ABC равна 
24 см и отсекает от гипотенузы АС отрезок DC, равный 
18 см. Найдите АВ и cos А.

2. Диагональ АС прямоугольника ABCD равна 3 см и со-
ставляет со стороной AD угол в 37�. Найдите площадь 
прямоугольника ABCD.

Вариант III (для более подготовленных учащихся)

1. Диагональ АС равнобедренной трапеции ABCD перпен-
дикулярна к боковой стороне CD. Найдите площадь 
трапеции, если её основания равны 10 см и 8 см.
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2. Найдите отношение высот BN и AM равнобедренного 
треугольника ABC, в котором угол при основании ВС 
равен a.

Для контрольной работы можно использовать также 
задачи из вариантов самостоятельной работы С-24 и конт-
рольной работы К-4 из дидактических материалов.

Примерные варианты карточек для устного опроса 
учащихся

Вариант I

1. Сформулируйте теоремы о признаках подобия треуголь-
ников.

2. Найдите отрезки, на которые биссектриса AD треуголь-
ника ABC делит сторону ВС, если АВ = 6 см, ВС = 7 см, 
AC = 8 см.

3. Докажите, что медиана ВМ треугольника ABC делит 
пополам любой отрезок, параллельный АС, концы ко-
торого лежат на сторонах АВ и ВС.

Вариант II

1. Сформулируйте теорему об отношении площадей подоб-
ных треугольников.

2. Сходственные стороны двух подобных треугольников 
соответственно равны 10 см и 24 см, а сумма их пери-
метров равна 119 см. Найдите периметр каждого тре-
угольника.

3. Точки М и N лежат соответственно на сторонах АВ и АС 
треугольника ABC, причём AM : MB = AN : NC = 2 : 3. 
Найдите площадь треугольника AMN, если площадь 
треугольника ABC равна 75 см2.

Вариант III

1. Сформулируйте и докажите теорему о средней линии 
треугольника.

2. Точки М и N — середины сторон АВ и ВС треугольни-
ка ABC, SBMN = 12 см2. Найдите SABC.

3. Диагонали четырёхугольника ABCD взаимно перпен-
дикулярны, AC = 12 см, BD = 15 см. Найдите площадь 
четырёхугольника, вершинами которого являются сере-
дины сторон данного четырёхугольника.

Вариант IV

1. Сформулируйте утверждения о пропорциональных от-
резках в прямоугольном треугольнике.
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2. Начертите произвольный отрезок и разделите его в от-
ношении 2 : 3.

3. Стороны АВ и ВС прямоугольника ABCD равны 6 см 
и 8 см. Найдите длины отрезков, на которые перпен-
дикуляр, проведённый из вершины D к диагонали АС, 
делит эту диагональ.

Вариант V

1. Что называется синусом, косинусом, тангенсом острого 
угла прямоугольного треугольника?

2. Диагонали ромба равны 12 см и 12 3  см. Найдите 
углы ромба.

3. Диагональ BD трапеции ABCD равна большему основа-
нию AD этой трапеции и перпендикулярна к нему. 

Найдите площадь трапеции, если AB = 3 2 см, �C = 60�.

Комментарии и рекомендации по решению задач 
главы VII

540. Можно предложить следующую краткую запись 
решения задачи (рис. 71):

1) DMFN — ромб, следовательно, DF — биссектриса 

угла CDE, поэтому EF
DE

CF
CD=  (см. задачу 535).

2) PCDE = 55 см, CE = EF + CF =
= 20 см, следовательно, CD + DE =
= 35 см.

3) Пусть CD = х, тогда

DE x= 35 – ,  12
35

8
–

,
x x

=

откуда х = 14.
4) CD = x = 14 см, DE = 35 – х =

= 21 см.
543. Пусть � АВС 	 � А1В1С1, S 

и S1 — площади этих треугольников, k — коэффициент 
подобия, АН и А1Н1 — высоты, проведённые к соответ-
ственным сторонам ВС и В1С1. Тогда

S
S

k
1

2= , S BC AH=
1
2

� , S B C A H1 1 1 1 1
1
2

= � , k
BC

B C
=

1 1
.

Из этих равенств получаем

BC AH
B C A H

BC
B C

�
�1 1 1 1 1 1

2

= ( ) ,  откуда AH
A H

BC
B C1 1 1 1

= .

Рис. 71



64

569. Возможное оформление ре-
шения задачи:

Дано: ABCD — трапеция, 
AD � BC, AD > BC, М — середина 
АС, N — середина BD.

Доказать: 

MN � AD, MN AD BC=
1
2

( – ).

Решение. Пусть K — середина 
стороны CD (рис. 72).

1) МK — средняя линия тре-
угольника ACD, поэтому MK � AD, 

MK AD=
1
2

.

2) NK — средняя линия тре-
угольника BCD, поэтому NK � BC, 

NK BC=
1
2

.

3) Из соотношений MK � AD, 
NK � BC следует, что точки М, N, K лежат на одной пря-
мой, параллельной основаниям трапеции. 

4) MN AD BC= – =MK NK
1
2

( – ).

570. Пусть О — точка пересечения диагоналей парал-
лелограмма ABCD. Учесть, что АО и DM — медианы тре-
угольника ABD.

571. Пусть СС1 — медиана треугольника ABC, CD и 
ОЕ — высоты треугольников ABC и АОВ (рис. 73). 
Так как СС1 : ОС1 = 3 : 1, то CD : OE = 3 : 1, т. е. CD = 3OE. 
Поэтому SABC = 3SAOB = 3S.

590. Дано: отрезки PQ, P1Q1 и P2Q2 (рис. 74, а).

Построить: � АВС, �C = 90�, AB = PQ, AC
BC

P Q

P Q
= 1 1

2 2
.

Решение. Анализ. Задачу будем решать методом по-
добия (п. 66). Сначала можно построить какой-нибудь 
прямоугольный треугольник АВ1С1 (�C1 = 90�) так, чтобы 
A C

B C

P Q

P Q
1 1

1 1

1 1

2 2
= ,  а затем, используя условие AB = PQ, построить 

искомый треугольник ABC.
Построение. 1. Строим треугольник АВ1С1 так, чтобы 

�C1 = 90�, С1A = P1Q1, C1B1 = P2Q2 (п. 39, задача 1).
2. На луче АВ1 отложим отрезок AB = PQ (рис. 74, б).

Рис. 72

Рис. 73
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Рис. 74

3. Через точку В проведём прямую, параллельную от-
резку В1С1. Она пересекает луч АС1 в точке С. Треугольник 
ABC — искомый.

Доказательство. � АВС 	 � А1В1С1 по первому при-
знаку подобия треугольников (� A — общий, �C = �C1, 
так как ВС � В1С1), поэтому

�С = 90�, AC
BC

AC
B C

P Q

P Q
= =1

1 1

1 1

2 2
.

Сторона АВ равна данному отрезку PQ по построению. 
Итак, треугольник ABC удовлетворяет всем условиям за-
дачи.

Исследование. Из построения следует, что задача при 
любых данных отрезках PQ, P1Q1 и P2Q2 имеет решение. 
Задача имеет единственное решение. В самом деле, если 
треугольники А1В1С1 и А2В2С2 удовлетворяют условиям за-
дачи, то они подобны, а так как А1В1 = PQ, А2В2 = PQ, то 
А1В1 = А2В2 и, значит, � А1В1С1 = � А2В2С2.

605. Пусть ABCD — данная трапеция, AD = a, ВС = b. 
Углы подобных по условию тре-
угольников ABC и ACD обозначим 
так, как показано на рисунке 75.

Так как AD � BC, то �2 = �4. 
Но отрезки АВ и CD не параллель-
ны, поэтому �3 � �5. Из подобия 
треугольников ABC и ACD следует, 
что каждый из углов 1, 2 и 3 тре-
угольника ABC равен какому-то из 
углов 4, 5 и 6 треугольника ACD. Учитывая, что �2 = �4 
и �3 � �5, получаем, что �3 = �6, и, следовательно, 

�1 = �5. Поэтому AC
BC

AD
AC

= , откуда

AC2 = AD · BC = ab.

606. 1) Так как NK — биссектриса треугольника MNP 

(рис. 76), то MK
KP

MN
NP

=  (задача 535). 

Рис. 75
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Пусть МK = х, тогда KР = 7 – х, 

следовательно, x
x7

5
3– = , откуда

x =
35
8

,  т. е. MK =
35
8

 см. 

2) Так как МО — биссектриса 
треугольника KMN, то

KO
ON

MK
MN

= = =
35
8

7
8

5: .

609. Провести биссектрису AD1 треугольника ABC и, 
сравнив условие задачи с утверждением, доказанным в за-
даче 535, доказать, что точки D и D1 совпадают.

614. Пусть ABCD — данная трапеция, � A = 90�, 
AС � ВD, СK — высота трапеции (рис. 77).

1) Так как АО — высота прямоугольного треугольника 
ABD, то � АОD 	 �BAD (п. 65, задача 2), поэтому �1 = �2.

2) � ADC 	 �BAD, так как эти треугольники прямо-
угольные и �1 = �2. Следовательно,

CD
DA

AD
AB

= , откуда CD AD
AB

= = =
2 16

6
2
3

2  см.

3) По теореме Пифагора для треугольника ABD

DB AB AD= =2 2 2 13+  см.

4) По теореме Пифагора для треугольника ВСK

BC CK BK AD AB CD= = + =2 2 2 2 2
3

61+ ( – )  см.

615*. Пусть ABCD — данная трапеция, АВ = а, CD = b, 
a MN — данный отрезок, проходящий через точку О пере-
сечения диагоналей АС и BD (рис. 78).

1) ОМ � АВ, следовательно, �DOM 	 �DBA, откуда 
OM
AB

DM
AD

= . Аналогично OM � CD, следовательно, � АОМ 	

	 � ACD, откуда OM
CD

AM
AD

= .

Рис. 78Рис. 77

Рис. 76
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2) Сложив полученные равенства почленно, приходим 

к равенству 
OM

a
OM

b+ = 1, откуда OM
ab

a b
=

+
.

3) Аналогично находим ON
ab

a b
=

+
, и, следовательно,

MN OM ON
ab

a b
= + =

+
2

.

619. Пусть точка В лежит между точками С и D, DM 
и DN — высоты треугольников ABD и ACD (рис. 79).

1) Так как D — точка биссектрисы угла ВАЕ, то 

DM = DN, поэтому 
S
S

AB DM
AC DN

AB
AC

ABD

ACD
= =

�
� .

2) S
S

BD DA
DC DA

BD
DC

ABD

ACD
= =

�
� . Таким образом, 

AB
AC

BD
DC

= , или 
BD
AB

DC
AC

= .

620. Пусть М — середина стороны ВС, АА1 — биссек-
триса данного треугольника ABC (рис. 80).

1) Так как � ABA1 	 �DBM, то 
AB

BA
BD
BM1

= .

2) Аналогично �CEM 	 �CAA1, поэтому 
CE
CM

CA
CA

=
1
.

3) Согласно задаче 535 
AB

BA
AC

CA1 1
= .  Таким образом, 

BD
BM

CE
CM

= . Но ВМ = СМ, поэтому 

BD = CE.
623. Воспользоваться задачей 

556. На рисунке 81 выполнено по-
строение: OA, ОС и ВС — данные 
отрезки, AC � BD, AD — искомый 
отрезок. Рис. 81

Рис. 80Рис. 79



624. Пусть K, М, N — данные 
точки (рис. 82). Тогда KМ, MN, 
KN — средние линии искомого 
треугольника ABC, следовательно,

AB � KM, BC � KN, AC � MN.

625. Пусть АВ — данная сто-
рона искомого треугольника, О — 
точка пересечения данных меди-
ан АА1 и ВВ1. Постройте сначала 
треугольник АОВ, учитывая, что 
АО : OA1 = ВО : ОВ1 = 2 : 1.

Рис. 82
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 VIII 

Г Л А В А

Окружность (17 ч)

Определение окружности и первые сведения об окруж-
ностях были даны в 7 классе. Назначение данной главы — 
расширить эти сведения и ввести новые важные понятия, 
связанные с окружностью. Теоретический материал главы 
обычно не вызывает затруднений у учащихся, что даёт воз-
можность учителю в большей степени, чем раньше, опи-
раться на самостоятельную работу учащихся с учебником.

В то же время рассматриваемая глава содержит боль-
шое число важных задач, которые широко используются 
в дальнейшем. Таковы, например, задачи 659, 664, 670, 
704, 716. Им следует уделить особое внимание.

Примерное тематическое планирование 
учебного материала

Параграф главы Число 
уроков

Номера 
задач из 
рабочей 
тетради

Дидакти-
ческие

материалы

§ 1.  Касательная к окружно-
сти

3 78—84 С-25

§ 2.  Центральные и вписан-
ные углы

4 85—94
С-26, С-27, 

С-28

§ 3.  Четыре замечательные 
точки треугольника

3 95—103 С-29

§ 4.  Вписанная и описанная 
окружности

4 104—111 С-30, С-31

Решение задач 2 78—111 —

Контрольная работа № 5 1 — К-5
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§  1  Касательная к окружности (3 ч)

Назначение параграфа — рассмотреть различные слу-
чаи взаимного расположения прямой и окружности, вве-
сти понятие касательной к окружности, рассмотреть её 
свойство и признак, а также свойство отрезков касатель-
ных, проведённых из одной точки.

Материал параграфа рекомендуется распределить по 
урокам следующим образом: взаимное расположение пря-
мой и окружности — 1 урок; касательная к окружно-
сти — 1 урок; решение задач — 1 урок.

Перед тем как приступить к изучению п. 70 «Взаимное 
расположение прямой и окружности», желательно напом-
нить учащимся понятия расстояния между двумя точками 
и расстояния от точки до прямой (п. 38). С этой целью 
можно решить устно следующие задачи по заранее заго-
товленным чертежам:
1. Радиус окружности равен 5 см. Найдите расстояние от 

центра окружности до прямой, содержащей хорду, рав-
ную 8 см.

2. Найдите расстояние от точки А до ближайшей к 
ней точки окружности с центром О радиуса r, если: 
a) OA = 12 см, r = 8 см; б) OA = 6 см, r = 8 см.

3. Докажите, что на рисунке 83, а, б АВ < АВ1.

Рис. 83

Весь материал п. 70 рекомендуется изложить компакт-
но, в виде небольшой лекции. При обосновании утвержде-
ния о том, что прямая и окружность не могут иметь более 
двух общих точек, полезно сделать рисунок.

В классе рекомендуется решить задачи 631 (а, г, д) — 
устно, 632.

Дома: вопросы для повторения 1, 2 (с. 184); задачи 
631 (б, в) — устно, 633.
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Перед изучением свойств каса-
тельной к окружности и отрезков 
касательных, проведённых из одной 
точки, желательно проверить усвое-
ние предыдущего материала в процес-
се устного решения задач, например:
4. По данным рисунка 84 определи-

те взаимное расположение: а) пря-
мой АВ и окружности радиуса 1 
с центром С; б) прямой ВС и окружности радиуса 2 
с центром А; в) прямой АС и окружности радиуса ВС 
с центром В.

Весь теоретический материал п. 71 рекомендуется дать 
на одном уроке, причём теорему о свойстве касательной 
и утверждение об отрезках касательных, проведённых из 
одной точки, можно предложить учащимся доказать са-
мостоятельно в классе, а теорему о признаке касательной 
(вторую теорему п. 71) — дома.

Следующий урок отводится на решение задач к § 1.
В классе рекомендуется решить задачи 635, 639, 

646 (д), 636, 645, 648 (а).
Дома: вопросы для повторения 3—7 (с. 184); задачи 

634, 638, 640, 648 (б).
На последнем уроке, посвящённом изучению § 1, 

рекомендуется провести проверочную самостоятельную 
работу.

Самостоятельная работа

Вариант I

1. KМ и KN — отрезки касательных, проведённых из 
точки K к окружности с центром О. Найдите KМ и 
KN, если ОK = 12 см, �MON = 120�.

2. Диагонали ромба ABCD пересекаются в точке О. Дока-
жите, что прямая BD касается окружности с центром А 
и радиусом, равным ОС.

Вариант II

1. Найдите отрезки касательных АВ и AС, проведённых 
из точки А к окружности радиуса r, если r = 9 см, 
�BAC = 120�.

2. В равнобедренном треугольнике ABC с основанием АС 
проведена медиана BD. Докажите, что прямая BD ка-
сается окружности с центром С и радиусом, равным 
AD.

Рис. 84



72

Вариант III (для более подготовленных учащихся)
1. На рисунке 85 прямые АВ, AC, 

MN — касательные к окружно-
сти. Найдите отрезки касательных 
АВ и АС, если периметр треуголь-
ника AMN равен 24 см.

2. Отрезок CD — высота прямоуголь-
ного треугольника ABC, проведён-
ная из вершины прямого угла С.
Найдите радиус окружности с цент-
ром А, которая касается прямой CD, 
если CD = 4 см, АВ = 12 см.

Наряду с этими вариантами можно использовать вари-
анты самостоятельной работы С-25 из дидактических ма-
териалов. 

Основные требования к учащимся
В результате изучения параграфа учащиеся должны 

уметь объяснить (и обосновать), какие возможны случаи 
взаимного расположения прямой и окружности; формули-
ровать определение касательной к окружности, формули-
ровать и доказывать теоремы о свойстве касательной и о 
признаке касательной, а также утверждение об отрезках 
касательных, проведённых из одной точки; уметь решать 
задачи типа 631, 633—636, 638—643, 648. 

§  2  Центральные и вписанные углы (4 ч)

Назначение параграфа — ввести понятия градусной 
меры дуги окружности, центрального и вписанного углов, 
доказать теоремы о вписанном угле и о произведении от-
резков пересекающихся хорд и показать, как они исполь-
зуются при решении задач.

Материал параграфа рекомендуется распределить по 
урокам следующим образом: градусная мера окружно-
сти — 1 урок; теоремы о вписанном угле и о произведе-
нии отрезков пересекающихся хорд — 2 урока; решение 
задач — 1 урок.

Материал, связанный с понятием градусной меры ду-
ги, рекомендуется дать в виде короткой лекции (15 мин). 
Желательно, чтобы в тетрадях учащихся остался конспект 
этой лекции.

На рисунке 86:
� AOC, �BOC, � AOB — центральные углы;

�АВ и �АСВ — полуокружности; 

Рис. 85
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�АС и �BC меньше полуокружности;
�ВАС и �ABC больше полуокружности;

�АС = � AOC; �ВС = �BOC; �АВ = �АСВ = � AOB;
�ВАС = 360� – �BOC; �ABC = 360� – � AOC;
�АС + �ABC = � AOC + (360� – � AOC) = 360�.

В классе рекомендуется решить задачи 650 (а, в) — 
устно, 651 (а), 716.

Дома: вопросы для повторения 8, 9, 10 (с. 184); задачи 
650 (б), 651 (б), 652.

Перед тем как приступить к изучению п. 73 «Теорема 
о вписанном угле», целесообразно провести подготовитель-
ную работу (устно, по заранее заготовленным чертежам).

1. На рисунке 87 изображена окружность с центром О, 
�ВС = 70�. Найдите углы треугольника АВО.

2. На рисунке 88 изображена окружность с центром О, 
луч KМ — биссектриса угла АKВ. Докажите, что 
луч ОМ — биссектриса угла АОВ.

При доказательстве теоремы о вписанном угле учитель 
может разобрать только первый случай возможного распо-
ложения луча BO относительно угла ABC. Доказательство 
для двух других случаев после предварительного обсужде-
ния идеи, на которой оно основано, а также обоснование 
двух следствий можно предложить учащимся провести са-
мостоятельно.

Перед доказательством теоремы о произведении отрез-
ков пересекающихся хорд желательно повторить первый 
признак подобия треугольников и подготовить учащихся 
к восприятию теоремы с помощью следующей задачи:

3. По данным рисунка 89, а, б докажите, что � AMC 	
	 �DMB.

В классе на этих уроках рекомендуется решить задачи 
653 (устно), 654 (устно), 655, 656, 658, 659, 661, 662, 664, 
666 (а, б), 668, 670, 671 (а).

Дома: вопросы для повторения 11, 12, 13, 14 (с. 184); 
задачи 657, 660, 663, 666 (в), 667, 669, 671 (б), 672.

Рис. 86 Рис. 87 Рис. 88
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Рис. 89

Учащимся, проявляющим повышенный интерес к из-
учению геометрии, полезно самостоятельно решить задачи 
673, 718, 719.

На последнем уроке рекомендуется провести провероч-
ную самостоятельную работу.

Самостоятельная работа

Вариант I

1. Точки А, В, С лежат на окружности 
с центром О (рис. 90), � АОВ = 80�, 
�АС : �BC = 2 : 3. Найдите углы тре-
угольника ABC.

2. Хорды АВ и CD пересекаются в 
точке K, причём хорда АВ делится 
точкой K на отрезки, равные 10 см 
и 6 см. На какие отрезки точка K 
делит хорду CD, если CD больше АВ 
на 3 см?

Вариант II

1. Вершины треугольника ABC лежат на окружности с 
центром О (см. рис. 90), � ABC = 80�, �ВС : �АВ = 3 : 2. 
Найдите углы треугольника АОВ.

2. Хорды MN и KL пересекаются в точке А, причём хорда 
MN делится точкой А на отрезки, равные 1 см и 15 см. 
На какие отрезки точка А делит хорду KL, если KL в 
два раза меньше MN?

Вариант III (для более подготовленных учащихся)
1. Окружность с центром О касается сторон АВ, ВС, АС 

треугольника ABC соответственно в точках K, М, N, 
�KM : �MN : �NK = 6 : 5 : 7. Найдите углы треугольни-
ка ABC.

Рис. 90
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2. Хорды АВ, CD, EF окружности с 
центром О попарно пересекаются в 
точках K, М и N, как показано на 
рисунке 91, причём каждая хорда 
делится этими точками на три рав-
ные части. Найдите периметр тре-
угольника KMN, если АВ = 12 см.

Можно использовать также вари-
анты самостоятельных работ С-26 и 
С-27 из дидакт ических материалов.

Основные требования к учащимся

В результате изучения параграфа учащиеся должны 
уметь формулировать определения центрального угла и 
вписанного угла, уметь объяснить, как определяется градус-
ная мера дуги окружности, формулировать и доказывать 
теорему о вписанном угле, её следствия и теорему о произ-
ведении отрезков пересекающихся хорд, уметь применять 
их при решении задач типа 651—657, 659, 666—669; в хо-
де изучения темы учащиеся должны проявить умение са-
мостоятельно проводить доказательство (не используя учеб-
ник) во втором и третьем случаях в теореме о вписанном 
угле, а также доказательство следств ий из этой теоремы.

§  3   
Четыре замечательные точки 
треугольника (3 ч)

Назначение параграфа — рассмотреть свойства биссек-
трисы угла и серединного перпендикуляра к отрезку и на 
их основе доказать, что биссектрисы треугольника пересе-
каются в одной точке, серединные перпендикуляры к сто-
ронам треугольника пересекаются в одной точке, высоты 
треугольника (или их продолжения) пересекаются в одной 
точке. Утверждение о пересечении медиан треугольника в 
одной точке было доказано в предыдущей главе. Таким 
образом, результаты данного параграфа дают возможность 
ввести понятие четырёх замечательных точек треугольника.

Материал параграфа рекомендуется распределить по 
урокам следующим образом: теорема о биссектрисе угла — 
1 урок; понятие серединного перпендикуляра к отрезку и 
теорема о серединном перпендикуляре — 1 урок; теорема 
о точке пересечения высот треугольника — 1 урок.

Перед тем как сформулировать теорему о биссектрисе 
угла, желательно устно провести подготовительную работу 
по заготовленным чертежам:

Рис. 91
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Рис. 92

1. На рисунке 92 луч ОС — биссектриса угла АОВ, 
ОА = ОВ. Докажите, что SAOC = SBOC.

2. Прямая m пересекает отрезок АВ в его середине. До-
кажите, что концы отрезка АВ равноудалены от пря-
мой т.

Доказательство теоремы о биссектрисе угла и два след-
ствия из неё рекомендуется изложить самому учителю в 
виде небольшой лекции, обратив внимание на то, геомет-
рическим местом каких точек плоскости является биссект-
риса угла.

В классе можно решить задачи 674, 675, 676 (а).
Дома: вопросы для повторения 15, 16 (с. 185); задачи 

676 (б), 678 (а).
Введение понятия серединного перпендикуляра к отрез-

ку можно предварить устной задачей по заранее заготов-
ленному чертежу.

3. Прямая KМ перпендикулярна к стороне АВ треуголь-
ника ABC и делит её пополам. Точка М лежит на сто-
роне АС. Докажите, что АС > ВС.

Доказательство теоремы о серединном перпендикуляре 
к отрезку и следствия из неё учителю также желательно 
изложить самому. При этом следует акцентировать внима-
ние учащихся на том, геометрическим местом каких точек 
плоскости является серединный перпендикуляр к отрезку. 
Усвоение материала можно закрепить в процессе решения 
в классе задач 679 (б), 680, 682.

Дома: вопросы для повторения 17—19 (с. 185); задачи 
679 (а), 681, 686.

Теорему о точке пересечения высот треугольника учите-
лю рекомендуется прокомментировать по заранее заготов-
ленному чертежу, а детальное доказательство предложить 
учащимся провести дома самостоятельно или с помощью 
учебника.

Для лучшего усвоения теоремы о пересечении высот 
треугольника можно предложить учащимся решить такую 
задачу:
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Рис. 93 Рис. 94

4. По данным рисунка 93, где дуга ABD — полуокруж-
ность, доказать, что прямая MN перпендикулярна к 
диаметру AD.

Учащимся, проявляющим повышенный интерес к из-
учению геометрии, можно предложить для домашней ра-
боты следующую задачу:

5. На рисунке 94 изображена полуокружность с концами 
А и В и отмечена точка K. С помощью одной линейки 
постройте прямую, проходящую через точку K и пер-
пендикулярную к прямой АВ.

Кроме того, в классе рекомендуется решить задачи (по 
всему материалу § 3) 677, 684, 687. 

При наличии времени можно провести самостоятельную 
работу по вариантам С-29 из дидактических материалов.

Дома: вопрос для повторения 20 (с. 185); задачи 688, 
720.

Желательно, чтобы в тетрадях у учащихся были сде-
ланы рисунки, характеризующие четыре замечательные 
точки треугольника:

М — точка пересечения медиан треугольника AВС; 
АМ : МА1 = ВМ : МВ1 = СМ : МС1 = 2 : 1 (рис. 95).

О — точка пересечения биссектрис треугольника ABC 
(рис. 96). 

Рис. 95 Рис. 96 Рис. 97
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Рис. 98

K — точка пересечения серединных перпендикуляров 
к сторонам треугольника АВС; АK = ВK = СK (рис. 97).

Н — точка пересечения высот (или их продолжений) 
треугольника ABC (рис. 98, а—в).

Основные требования к учащимся

В результате изучения параграфа учащиеся должны 
уметь формулировать и доказывать теоремы о биссектри-
се угла и о серединном перпендикуляре к отрезку и их 
следствия, а также теорему о пересечении высот треуголь-
ника; знать, какие четыре точки называются замечатель-
ными точками треугольника; уметь решать задачи типа 
674—679, 682—686.

§ 4 Вписанная и описанная окружности (4 ч)

Назначение параграфа — ввести понятия вписанной в 
многоугольник и описанной около многоугольника окруж-
ностей, доказать теоремы об окружности, вписанной в тре-
угольник, и об окружности, описанной около треугольни-
ка, вывести формулу, выражающую площадь треугольника 
через его полупериметр и радиус вписанной окружности, 
ознакомить учащихся со свойствами вписанного и описан-
ного четырёхугольников.

Материал параграфа можно распределить по урокам 
следующим образом: вписанная окружность — 2 урока; 
описанная окружность — 2 урока.

Теоретический материал п. 77 до замечания 3 рекомен-
дуется изложить на первом уроке в виде небольшой лек-
ции после устной подготовительной работы по заготовлен-
ным чертежам.
1. На рисунке 99 окружность с центром О касается сто-

рон угла MKN в точках М и N. Найдите угол MKN и 
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расстояние MN, если OM = 3 см, 
KМ = 3 см.

2. На рисунке 100 три касательные к 
окружности с центром О пересека-
ются попарно в точках А, В и С. 
Найдите углы треугольника ABC, 
если в треугольнике АОС � A = 20� 
и �O = 120�.

3. Стороны угла А касаются окружно-
сти радиуса r с центром О. а) Най-
дите OA, если r = 5 см, � А = 60�. 
б) Найдите r, если OA = 14 дм, 
� A = 90�.

Для усвоения материала, изложен-
ного в лекции, в классе рекомендуется 
решить задачи 701 (для остроугольно-
го треугольника), 689, 691.

Дома: вопросы для повторения 21, 
22 (с. 185); задачи 701 (для прямо-
угольного и тупоугольного треугольни-
ков), 637, 690, 693 (а).

Перед рассмотрением свойства опи-
санного четырёхугольника желательно 
также провести устную подготовитель-
ную работу.

4. По данным рисунка 101 найдите 
периметр треугольника ABC.

5. На рисунке 102 ABCD — равнобед-
ренная трапеция. По данным ри-
сунка найдите её основания АВ и 
CD.

Свойство описанного четырёх-
угольника и решение задачи 697, 
утверждение которой использует-
ся в дальнейшем, учитель должен 
подробно объяснить учащимся. За-
тем в классе можно решить задачи 695 (устно), 698.

Дома: вопрос для повторения 23 (с. 185); задачи 641, 
696, повторить решение задачи 697. Учащимся, проявляю-
щим повышенный интерес к изучению геометрии, полезно 
разобрать дома решение задачи 724. Отметим, что в учеб-
нике приведено краткое решение задачи 724, в котором не 
пояснено, почему окружность с центром О касается имен-
но сторон AD, АВ и ВС четырёхугольника ABCD. Ясно, 

Рис. 99

Рис. 100

Рис. 101

Рис. 102
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что эта окружность касается лучей АВ и ВА, поэтому точ-
ка касания с прямой АВ лежит на отрезке АВ. Далее, эта 
окружность касается лучей ВС и AD. Учитывая равенство 
AB + CD = BC + AD, получаем, что точки касания с лучами 
ВС и AD лежат на отрезках ВС и AD. Это утверждение 
легко доказать методом от противного.

При наличии времени в конце второго урока можно про-
вести самостоятельную работу обучающего характера.

Самостоятельная работа

Вариант I

Гипотенуза прямоугольного треугольника равна 10 см, 
радиус вписанной в этот треугольник окружности равен 
2 см. Найдите периметр треугольника и его площадь.

Вариант II

Радиус окружности, вписанной в прямоугольный тре-
угольник, равен 2 см, а сумма катетов равна 17 см. Най-
дите периметр треугольника и его площадь.

Вариант III (для более подготовленных учащихся)
Докажите, что радиус окружности, вписанной в равно-

бедренную трапецию с основаниями а и b, равен 
1
2

ab.

Можно использовать также варианты самостоятельной 
работы С-30 из дидактических материалов.

Теоретический материал п. 78 до замечания 2 рекомен-
дуется изложить в форме лекции, а затем в классе решить 
задачи 711 (для тупоугольного треугольника), 702 (а), 
704 (а, б), 706.

Дома: вопросы для повторения 24, 25 (с. 185); задачи 
711 (для прямоугольного и равностороннего треугольни-
ков), 702 (б), 705 (б).

Перед рассмотрением замечания 2 (свойство вписанного 
четырёхугольника) желательно провести устную работу по 
заготовленным заранее чертежам.
6. Задача 705 (а).

7. Вершины треугольника ABC лежат 
на окружности, причём �АВ : �ВС :
: �СА = 2 : 3 : 4. Найдите углы тре-
угольника ABC.

8. По данным рисунка 103 найдите все 
углы вписанного четырёхугольника 
ABCD. Рис. 103
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Доказательство утверждения о свойстве вписанного четы-
рёхугольника можно предложить учащимся разобрать са-
мостоятельно по учебнику (хорошо успевающим — без помо-
щи учебника), а затем решить в классе задачи 708 (а), 710.

Дома: вопрос для повторения 26 (с. 185); задачи 
708 (б), 709. Учащимся, интересующимся геометрией, 
можно предложить изучить решение задачи 729.

На последнем уроке целесообразно провести самостоя-
тельную работу.

Самостоятельная работа

Вариант I

Центр окружности, описанной около равнобедренного 
треугольника, делит высоту, проведённую к основанию, 
на отрезки, равные 5 см и 13 см. Найдите площадь этого 
треугольника.

Вариант II

Меньший из отрезков, на которые центр описанной 
около равнобедренного треугольника окружности делит 
его высоту, проведённую к основанию, равен 8 см, а ос-
нование треугольника равно 12 см. Найдите площадь этого 
треугольника.

Вариант III (для более подготовленных учащихся)
Найдите площадь равнобедренного треугольника, в ко-

тором боковая сторона 4 5 см, а радиус описанной окруж-
ности 5 см.

Можно использовать также варианты самостоятельной 
работы С-31 из дидактических материалов.

Основные требования к учащимся
В результате изучения параграфа учащиеся должны 

уметь объяснить, какая окружность называется вписан-
ной в многоугольник и какая — описанной около много-
угольника, какой многоугольник называется описанным 
около окружности и какой — вписанным в окружность; 
уметь формулировать и доказывать теоремы об окруж-
ности, вписанной в треугольник, и об окружности, опи-
санной около треугольника; выводить формулу, выража-
ющую площадь треугольника через его полупериметр и 
радиус вписанной окружности; знать свойства описанного 
и вписанного четырёхугольников, а также утверждения, 
обратные утверждениям об этих свойствах; уметь приме-
нять полученные из данного параграфа знания при реше-
нии задач типа 689—711.
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Решение задач (2 ч)
Основная цель этих уроков — продолжить отработку 

навыков решения задач по теме «Окружность» и подгото-
вить учащихся к контрольной работе. Задачи к этим уро-
кам подбираются из ранее не решённых задач к § 1—4, 
а также из дополнительных задач к главе VIII, например 
задачи 642, 643, 644, 665, 683, 685, 694, 703, 707, 721, 
728, 730.

Контрольная работа № 5 (1 ч)

Вариант I

1. Через точку А окружности проведены диаметр АС и 
две хорды АВ и AD, равные радиусу этой окружности. 
Найдите углы четырёхугольника ABCD и градусные 
меры дуг АВ, ВС, CD, AD.

2. Основание равнобедренного треугольника равно 18 см, 
а боковая сторона равна 15 см. Найдите радиусы впи-
санной в треугольник и описанной около треугольника 
окружностей.

Вариант II

1. Отрезок BD — диаметр окружности с центром О. Хор-
да АС делит пополам радиус ОВ и перпендикулярна к 
нему. Найдите углы четырёхугольника ABCD и градус-
ные меры дуг АВ, ВС, CD, АD.

2. Высота, проведённая к основанию равнобедренного тре-
угольника, равна 9 см, а основание равно 24 см. Най-
дите радиусы вписанной в треугольник и описанной 
около треугольника окружностей.

Вариант III (для более подготовленных учащихся)
1. На рисунке 104 МА и MB — секущие, АС и BD — 

хорды окружности с центром О. Докажите, что 
� AOB =� AKB + � AMB.

2. Площадь равнобедренной трапе-
ции ABCD с основаниями ВС и 
AD, описанной около окружности 
с центром О и радиусом 3 см, рав-
на 60 см2. Найдите радиус окруж-
ности, описанной около треуголь-
ника OCD.

Можно использовать также варианты контрольной ра-
боты К-5 из дидактических материалов.

Рис. 104
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Примерные варианты карточек для устного опроса 
учащихся

Вариант I
1. Сколько общих точек могут иметь прямая и окруж-

ность? Сформулируйте теоремы о свойстве и признаке 
касательной.

2. Отрезок BD — высота равнобедренного треугольника 
ABC с основанием АС. На какие части окружность с 
центром В и радиусом BD делит боковую сторону тре-
угольника, если АВ = 13 см, BD = 5 см?

3. На рисунке 105 изображён прямоугольный треугольник 
ABC, стороны которого касаются окружности радиуса 
1 см. На какие отрезки точка касания делит гипоте-
нузу треугольника, равную 5 см?

Вариант II

1. Какой угол называется вписанным? 
Сформулируйте теорему о вписан-
ном угле.

2. Вершины треугольника со сторо-
нами 2 см, 5 см и 6 см лежат на 
окружности. Докажите, что ни одна 
из сторон треугольника не является 
диаметром этой окружности.

3. На рисунке 106 изображена окруж-
ность с центром О, прямая АВ — 
касательная, а прямая АС — секу-
щая этой окружности. Найдите углы 
треугольника ABC, если �BD = 62�.

Вариант III

1. Сформулируйте теорему о произ-
ведении отрезков пересекающихся 
хорд.

2. Хорды KL и MN окружности пере-
секаются в точке А. Найдите АK 
и AL, если АМ = 2 дм, AN = 6 дм, 
KL = 7 дм.

3. На рисунке 107 изображена окруж-
ность с центром О, отрезок АС — 
диаметр, а прямая ВС — касатель-
ная к этой окружности. На какие 
части отрезок АВ делится точкой D, 
если AC = 20 см, ВС = 15 см?

Рис. 105

Рис. 106

Рис. 107



84

Вариант IV

1. Сформулируйте теорему об окружности, вписанной в 
треугольник.

2. Впишите окружность в данный прямоугольный тре-
угольник.

3. Основание равнобедренного треугольника равно 16 см, 
боковая сторона равна 17 см. Найдите радиус вписан-
ной в этот треугольник окружности.

Вариант V

1. Сформулируйте утверждение о свойстве описанного че-
тырёхугольника. Верно ли обратное утверждение?

2. Найдите площадь прямоугольной трапеции, описанной 
около окружности, если боковые стороны этой трапе-
ции равны 10 см и 16 см.

3. Площадь четырёхугольника ABCD, описанного около 
окружности радиуса 5 дм, равна 90 дм2. Найдите сто-
роны CD и AD этого четырёхугольника, если АВ = 9 дм, 
ВС = 10 дм.

Вариант VI

1. Сформулируйте теорему об окружности, описанной око-
ло треугольника.

2. Постройте окружность, описанную около данного тупо-
угольного треугольника.

3. Найдите площадь равностороннего треугольника, впи-

санного в окружность радиуса 4 3  см.

Вариант VII

1. Сформулируйте утверждение о свойстве вписанного че-
тырёхугольника. Верно ли обратное утверждение?

2. Площадь прямоугольника, вписанного в окружность, 
равна 48 см2. Найдите радиус окружности, если одна 
из сторон прямоугольника на 2 см больше другой.

3. На рисунке 108 AM и СМ — бис-
сектрисы углов A и С треугольни-
ка ABC, AN и CN — биссектрисы 
внешних углов при вершинах А 
и С этого треугольника. Докажи-
те, что около четырёхугольника 
AMCN можно описать окруж-
ность. Рис. 108
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Комментарии и рекомендации по решению задач 
главы VIII

632. Пусть О — центр данной 
окружности радиуса r, р — произ-
вольная прямая, проходящая через 
точку А. Если O 
 р, то прямая р 
пересекает окружность в двух точ-
ках — концах диаметра, лежащего 
на этой прямой. Если О � р, то про-
ведём перпендикуляр ОВ к прямой 
р (рис. 109). Так как ОВ — рассто-
яние от точки О до прямой р, то 
ОВ 
 ОА (см. п. 38). Но ОА < r по 
условию, следовательно, ОВ < r, и 
поэтому прямая р — секущая.

637. Проведём радиус ОС данной 
окружности (рис. 110).
1. Так как угол COD — внешний 

угол равнобедренного треуголь-
ника AOC (OA = ОС) и � A = 30�, 
то �COD = 60�.

2. По свойству касательной ОС � CD.
В прямоугольном треугольнике 
OCD �О = 60�, поэтому �D = 30�.

3. Треугольник ACD равнобедрен-
ный, так как � А = �D = 30�.
645. Указание. Провести ради-

ус ОK, где K — точка касания, и 
воспользоваться задачей 385.

659. Указание. Пусть АВ 
и CD — параллельные хорды 
(рис. 111). Провести хорду ВС и 
воспользоваться теоремой о вписан-
ном угле.

660. Пусть М — данная точка, 
�АВ > �CD (рис. 112). Проведём 
хорду ВС.
1. Так как �AB = 100�, то � AСВ =

= 50�.
2. В треугольнике МВС �M = 32�, 

а внешний угол АСВ при вер-
шине С равен 50�, поэтому 
�B = 50� – 32� = 18�.

3. �CD = 2 · 18� = 36�.

Рис. 109

Рис. 110

Рис. 112

Рис. 111
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662. Указание. Провести хорду AС 
и сначала найти � A и �C в треуголь-
нике АСЕ.

668. Пусть АВ — диаметр окружно-
сти, CD — перпендикуляр, проведённый 
из точки С окружности к прямой АВ 
(рис. 113). Проведём хорды АС и ВС.
1. Угол АСВ вписанный и опирается 

на полуокружность, следовательно, 
� АСВ = 90�.

2. Так как CD — высота прямоугольного 

треугольника ABC, то CD AD DB= �  
(п. 65, свойство 10).
670. 1. � ABP = � AQB, так как 

� �ABP BP=
1
2

 (задача 664) и � AQB = 

=
1
2

�BP (рис. 114).

2. � ABP 	 � AQB по двум углам (угол A
общий и � ABP = � AQB). Следова-

тельно, AB
AQ

AP
AB

= , откуда AB2 = 

= AP · AQ. 
675. Пусть O1 и O2 — центры двух 

данных окружностей, прямая m — их 
общая касательная, A — точка касания 
(рис. 115).
1. Точки O1 и O2 лежат на биссектри-

се угла О (следствие из теоремы 1 
п. 74), и, значит, точки O, O1 и O2 
лежат на одной прямой.

2. О1А � m и O2 А � m (свойство каса-
тельной), следовательно, точки А, О1 
и O2 лежат на одной прямой. Таким образом, точки А, 
О, О1, O2 лежат на одной прямой, и, значит, точки О1 
и O2 лежат на прямой OA.
680. Указание. а) Воспользоваться теоремой о сере-

динном перпендикуляре к отрезку.
б) Сначала доказать, что треугольники ACD и ABD 

равнобедренные.
687. Искомая точка является точкой пересечения сере-

динного перпендикуляра т к отрезку АВ и прямой а. По 
условию точки A и В лежат по одну сторону от прямой а, 
поэтому прямые т и а либо пересекаются, либо параллель-

Рис. 113

Рис. 114

Рис. 115
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ны, и тогда АВ � а. В первом случае за-
дача имеет единственное решение, а во 
втором случае она не имеет решений.

689. Пусть � ABC — данный рав-
нобедренный треугольник (рис. 116). 
АС = ВС = 13 см, AВ = 10 см. Центр О 
вписанной окружности искомого радиу-
са r лежит на биссектрисе СМ треуголь-
ника ABC, а так как СМ � АВ (свойство 
равнобедренного треугольника), то впи-
санная окружность касается отрезка АВ 
в точке М. Поэтому ОМ = r.

Далее полезно обсудить с учащимися различные спосо-
бы решения этой задачи.

Способ 1. 1. AM AB= =
1
2

5 см.

2. М и N — точки касания, следовательно, AN = АМ =
= 5 см, откуда CN = AC – AN = 8 см.

3. В треугольнике AСМ CM AC AM= =2 2 12–  см.

4. В треугольнике CON CO2 = CN2 + ON2, т. е. (12 – r)2 = 

= 82 + r2, откуда r = 3
1
3

 см.

Способ 2. 1. В треугольнике АСМ AM AB= =
1
2

5 см.

CM AC AM= =2 2 12–  см.

2. Отрезок АО — биссектриса треугольника АМС (так 

как О — центр вписанной окружности), поэтому OM
OC

AM
AC

=  

(задача 535), или r
r12

5
13–

,=  откуда r = 3
1
3

 см.

Замечание. После решения задачи 697 можно вернуть-
ся к задаче 689 и показать ещё один способ её решения.

Способ 3. 1. В треугольнике АСМ AM AB= =
1
2

5 см, 

CM AC AM= =2 2 12–  см, следовательно,

S AB CMABC = =
1
2

60�  см2.

2. SABC = pr, где p
AC AB

= =
2

2
18

+
 см, откуда r

S
p

= =

= 3
1
3

 см.

Рис. 116
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Рис. 117

697. Пусть окружность радиуса r с центром О вписана 
в многоугольник А1А2... Ап и пусть В1, В2, ..., Вп — точки 
касания (рис. 117). 

Тогда ОВ1 = ОВ2 = ... = ОВп = r и ОВ1 � А1А2, ОВ2 � А2А3, 
..., ОВn � АnА1 (по свойству касательной). Очевидно, 

S S S S A A r A A rA A An A OA A OA AnOA1 2 1 2 2 3 1 1 2 2 3
1
2

1
2… …= + + + = + +� �  

+ + = + + + =… …1
2

1
2

1
21 1 2 2 3 1A A r A A A A A A r prn n� ( ) ,Pr =

где P — периметр, p — полупериметр описанного много-
угольника.

707. Дано: � АВС, АС = ВС = 8 см, � ACB = 120�. 
Найти: 2R, где R — радиус описанной окружности. 
Решение. Центр О описанной 

окружности является точкой пере-
сечения серединных перпендикуля-
ров DD1 и НН1 к сторонам АС и 
АВ треугольника ABC (рис. 118). 
Так как треугольник ABC равнобед-
ренный, то прямая НН1 проходит 
через вершину С и луч СН — бис-
сектриса угла АСВ.

В прямоугольном треугольнике 

CDO � � �OCD ACB= =
1
2

60 , поэтому 

�COD = 30�, CO = 2CD = AC = 8 см. 
Итак, R = СО = 8 см, и, значит, диа-
метр описанной окружности равен 
16 см.

714*. Пусть K — точка пере-
сечения общей касательной, про-
ходящей через точку М, и прямой 
АВ (рис. 119). Тогда KА = KМ и Рис. 119

Рис. 118
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KВ = KМ (по свойству отрезков касательных, проведённых 
из одной точки). Таким образом, точки А, В, М одинако-
во удалены от точки K и, следовательно, лежат на одной 
окружности с центром K, для которой отрезок АВ явля-
ется диаметром.

719. Пусть MB и MB1 — секущие, проходящие через 
точку М, лежащую вне окружности (рис. 120). Проведём 
хорду А1В.
1. �1 — внешний угол треугольника А1ВМ, поэтому 

�1 = �2 + �M, откуда �M = �1 – �2.

2. По теореме о вписанном угле � �1
1
2 1= BB , � �2

1
2 1= A A , 

следовательно,

� � � � �M BB A A BB A A= =
1
2

1
2

1
21 1 1 1– ( – ).

722. Пусть ABCD — данный описанный четырёхуголь-
ник (рис. 121), р — его полупериметр. Сначала выразим 
стороны четырёхугольника ABCD через р.

1. Пусть АВ = х, ВС = у. Тогда CD x=
3
2

, AD = 2y, 

x y x y p+ + + =
3
2

2 2 ,

или

  
5
2

3 2x y p+ = .  (1)

2. Согласно свойству описанного четырёхугольника (п. 77) 
AB + CD = AD + BC, т. е.

  
5
2

3x y= .  (2)

3. Решая систему уравнений (1) и (2), находим x p=
2
5

, 

y p=
1
3

. Таким образом,

AB p=
2
5

, BC p=
1
3

, CD p=
3
5

, AD p=
2
3

.

Рис. 120 Рис. 121
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4. Так как S = pr (задача 697), то p
S
r

= . Итак, 

AB
S
r

=
2
5

� , BC
S
r

=
1
3

� , CD
S
r

=
3
5

� , AD
S
r

=
2
3

� .

725. Пусть ABCD — данная пря-
моугольная трапеция с основаниями 
AD = a и ВС = b, � A = 90�, r — ради-
ус вписанной окружности (рис. 122).
1. Согласно свойству описанного че-

тырёхугольника (п. 77)

AB + CD = AD + BC = a + b.

Но АВ = 2r, поэтому CD = a + b – 2r.
2. Если СС1 — высота трапеции, то по теореме Пифагора

CD CC C D2
1
2

1
2= + ,

или

(a + b – 2r)2 = (2r)2 + (a – b)2.

Отсюда получаем r
ab

a b
=

+
.

726. Пусть ABC — данный треугольник, О — центр 
описанной окружности, AM — медиана треугольника. Ес-
ли точка О лежит на медиане AM и не совпадает с точкой М, 
то прямая МА — серединный перпендикуляр к отрезку ВС, 
поэтому отрезок AM также высота треугольника ABC, и, 
значит, треугольник ABC равнобедренный (задача 110). 
Если точки О и М совпадают, то ВС — диаметр описан-
ной окружности, поэтому � A = 90� и треугольник ABC — 
прямоугольный.

731. Учесть, что биссектрисы углов, прилежащих к 
боковой стороне трапеции, взаимно перпендикулярны, 
и воспользоваться задачей 729.

735. Указание. Пусть ABCD — данная трапеция 
с основаниями AD = a, BC = b, a > b 
(рис. 123), r — радиус вписанной 
окружности.
1. Согласно задаче 710 трапеция рав-

нобедренная, т. е. AB = CD.
2. Согласно свойству описанного че-

тырёхугольника (п. 74) AB + CD = 

= AD + BC = a + b, поэтому AB
a b

=
+

2
.

Рис. 122

Рис. 123
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3. Если ВВ1 — высота трапеции, то BB1 = 2r, AB
a b

1 2
=

–
. 

По теореме Пифагора для треугольника АВВ1 имеем 

AB AB BB2
1
2

1
2= + , или a b a b r+ –= +

2 2

2 2
24( ) ( ) ,

откуда получаем r
ab

=
2

.

736. Центр искомой окружности есть точка пересечения 
серединного перпендикуляра к отрезку AВ и прямой, про-
ходящей через точку A и перпендикулярной к прямой а.

737. Учесть, что если данная точка A расположена в 
полосе между данными параллельными прямыми, то за-
дача имеет два решения, а если точка A лежит вне этой 
полосы, то задача не имеет решения. В первом случае вос-
пользоваться указанием, данным в учебнике.

Повторение. Решение задач (4 ч)
На уроках итогового повторения можно использовать 

вопросы, содержащиеся в конце каждой главы учебника, 
а также карточки для устного опроса учащихся по каж-
дой главе, приведённые в данном методическом пособии. 
На этих уроках обобщаются и систематизируются знания 
по курсу геометрии. Полезно сконцентрировать внимание 
учащихся на следующих основных вопросах:

Четырёхугольники. Площадь многоугольника 2 ч
Подобные треугольники 1 ч
Окружность 1 ч

Основное внимание при повторении тем «Четырёх-
угольники» и «Площадь многоугольника» нужно уделить 
задачам на вычисление площадей параллелограмма, тре-
угольника, трапеции и задачам на применение теоремы Пи-
фагора. При повторении темы «Подобные треугольники» 
особое внимание следует уделить применению признаков 
подобия треугольников при решении задач. При повто-
рении темы «Окружность» желательно порешать задачи, 
связанные с вписанной в треугольник и описанной около 
треугольника окружностями, в частности, рассмотреть во-
прос о положении центров вписанной и описанной окруж-
ностей для различных видов треугольников (равнобедрен-
ный, прямоугольный, тупоугольный). При этом могут быть 
использованы следующие задачи: 425, 426, 428, 431, 434, 
438, 469, 472, 476, 481, 482, 489, 490, 496, 499, 519, 522, 
537, 545, 556, 559, 563, 570, 576, 610, 618, 657, 662, 678, 
681, 691, 693, 697, 703, 705, 725, 733, 735.
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Комментарии и рекомендации по решению задач 
повышенной трудности

813. Пусть ABCD — данный четырёхугольник 
(рис. 124). Диагональ АС разделяет его на два треуголь-
ника: ABC и ADC.

1. Возьмём треугольник ABC и будем приставлять друг 
к другу равные ему треугольники ВСЕ, CEF, EFG, …
справа, как показано на рисунке 
125, а, а затем также слева от точки В. 
Ясно, что такими равными тре-
угольниками можно покрыть часть пло-
скости, заключённую между парал-
лельными прямыми АС и BE (такая 
часть плоскости называется полосой).

Рис. 125

2. Далее будем приставлять друг к другу треугольники 
DCK, CKF, KFL, ..., равные треугольнику ACD, как по-
казано на рисунке 125, б. Такие треугольники покроют 
полосу между параллельными прямыми АС и DK. Точ-
но так же полосу сверху от прямой BE (между парал-
лельными прямыми BE и PQ) заполним треугольника-
ми ВРЕ, PEQ, EQG, …, равными треугольнику ACD.

3. Следующие две полосы (снизу от прямой DK и сверху 
от прямой PQ) заполним треугольниками, равными 
треугольнику ABC (см. рис. 125, б), и т. д.

Рис. 124
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4. Наглядно видно, что в результате описанного процесса 
любая часть плоскости будет покрыта четырёхугольни-
ками, равными четырёхугольнику ABCD.
Замечание. Четырёхугольник ABCD может быть и не-

выпуклым. Описанная процедура пригодна и в этом слу-
чае, нужно только взять ту диагональ четырёхугольника, 
которая разделяет его на два треугольника.

816. Пусть Р — точка пересечения прямых DE и АВ. 
Через точку D проведём прямую DO, параллельную пря-
мой АС, О 
 АВ (рис. 126).
1. В треугольнике АЕР отрезок AD — биссектриса и вы-

сота, поэтому DE = DP.
2. Так как DO � AE и DP = DE, то DO — средняя линия 

треугольника АЕР. Таким образом, DO a=
1
2

.

3. Треугольник BDO — равнобедренный, BN � DO, следо-
вательно,

DN DO=
1
2

, т. е. DN a=
1
4

.

4. Так как DN � KM и NM � DK, то KM DN a= =
1
4

. Заме-

тим, что если треугольник ABC равносторонний, то от-
резки ЕР и ВС совпадают и, очевидно,

KM AC a= =
1
4

1
4

.

818. Пусть ABCD — данный четырёхугольник, О — 
точка пересечения его диагоналей.

1. Докажем, что точка О является серединой хотя бы од-
ной из диагоналей АС или BD. Предположим, что это 
не так. Пусть, например, DO < BO, АО < СО. Отметим 
точки В1 и С1, симметричные точкам В и С относитель-
но точки О (рис. 127). Так как �ВОС = �В1ОС1, то их 
периметры равны: P PBOC B OC=

1 1
.

Рис. 126 Рис. 127
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По условию PBOC = PAOD, следовательно, P PB OC AOD1 1
= . 

Отсюда приходим к равенству DA = DB1 + B1C1 + С1А, ко-
торое, очевидно, не выполняется. Значит, наше предполо-
жение неверно и точка О является серединой хотя бы од-
ной диагонали.
2. Пусть, например, АО = СО. Так как РAOB = РBOC, т. е. 

АВ + АО + ВО = ВС + СО + ВО, то АВ = ВС. Отсюда сле-
дует, что треугольник ABC равнобедренный и поэтому 
медиана ВО является высотой: ВО � АС.

3. Докажем теперь, что BO = DO. Допустим, что BO � DO. 
Пусть, например, BO < DO. Тогда, сравнивая гипотену-
зы прямоугольных треугольников АОВ и AOD, прихо-
дим к выводу, что AB < AD. Следовательно, PAOB < PAOD, 
что противоречит условию задачи. Поэтому BO = DO.

4. Итак, диагонали четырёхугольника 
ABCD в точке О пересечения делят-
ся пополам, значит, этот четырёх-
угольник — параллелограмм, а так 
как АВ = ВС, то ABCD — ромб.

825. На луче AM отложим отрезок 
АK, равный АВ, и рассмотрим тре-
угольник АВK (рис. 128).
1. Треугольник АВK равносторонний, 

так как АK = АВ и � А = 60�.
2. Так как ВK = АВ, то ВK = ВС и, 

значит, треугольник ВСK равнобедренный. Поскольку 
� KВС = 90� – 60� = 30�, то

� � � �KCB = =
180 30

2
75

–
.

Поэтому �KCD = 15�.
3. По условию � MCD = 15�, поэтому лучи СМ и СK со-

впадают, и, следовательно, совпадают точки М и K.
4. Итак, �MBC = �KВС = 30�.

831. Введём обозначение: AM
MC

CK
KB

MP
PK

x= = =  (рис. 129).

1. Сравнивая площади треугольников AMP и СМР, полу-
чаем

S
S

AM
MC

AMP

CMP
x= = , откуда S SCMP x

=
1

1� .

2. Аналогично, сравнивая площади треугольников ВKР и 
СKР, находим

SSKP = x · S2.

Рис. 128
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3. Так как 
S
S

MP
PK

CMP

CKP
x= = , то 

1
1

2

x
S

x S
x

�

� = , откуда 

x
S

S
= 1

2
3 , 

и, следовательно,

S S S SCMP x
= =

1
1 1

2
2

3� , S x S S SCKP = =� 2 1 2
23 ,

S S S S S S SCKM CKP CMP= + = +1 2
23

1
2

2
3 .

4. Воспользуемся теоремой об отношении площадей тре-
угольников, имеющих по равному углу:

S
S

CB CA
CK CM

ABC

CKM
=

�
�

.

Но
CB CA

CK CM
CK KB

CK
CM MA

CM x
x

�
� �= = + +

+ +
1 11( )( ).

Поэтому

S x SABC CKMx
= + +1 11( )( ) .

Подставляя в правую часть равенства выражения для 
х и SCKM, после некоторых преобразований приходим к 
равенству

S S SABC = 1
3

2
3

3
+( ) .

832. Указание. Сначала доказать, что TC � AQ и 
PD � BR (рис. 130). Затем доказать, что площадь каждого 
из треугольников ABN, ВСМ, CDL и DAK равна площади 
параллелограмма KLMN.

Рис. 129 Рис. 130
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833. Пусть АВ — боковая сторона, точка М — середи-
на другой боковой стороны CD, h — высота, S — площадь 
трапеции ABCD, МН — перпендикуляр, проведённый к 
прямой АВ (рис. 131). Докажем, что S = AB � MH. Обозна-
чим буквой Р точку пересечения прямых ВМ и AD.
1. Так как �ВСМ = �PDM, то BC = DP и SBCM = SPDM. 

Следовательно,

S = SABP = SABM + SAMP.

2. S AP h AP h AD BC h SAMP = = = + =1
2

1
2

1
4

1
4

1
2

� � ( ) .

Таким образом, S S SABM= +
1
2

, откуда S = 2SABM.

3. S AB MHABM =
1
2

� , следовательно, S = AB � MH.

835. Пусть ABCD — данная трапеция с основаниями 
АВ и CD, DM � CN (рис. 132). Обозначим площади пя-
тиугольника и треугольников, как показано на рисунке: 
S = SMNFKE, S1 = SAED, S2 = SBFC, S3 = SCDK, x = SEDK, y = 
= SFCK. Треугольники ACD, BCD и параллелограмм MNCD 
имеют общее основание CD, а их высоты равны высоте 
данной трапеции, поэтому

S S SACD BCD MNCD= =
1
2

,

откуда SMNCD = SACD + SBCD.
Запишем это равенство в виде

S + x + S3 + y = (Sl + x + S3) + (S2 + y + S3).

Отсюда следует:

S = S1 + S2 + S3,

что и требовалось доказать.

839. 1. Докажем сначала, что SAMB = SADK + SBCK. Для 
этого проведём высоты ММ1, DD1 и СС1 соответствующих 

Рис. 132Рис. 131
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треугольников (рис. 133). Тогда DD1 � MM1 � CC1, и так 

как DM = MC, то MM CC DD1 1 1
1
2

= ( ).+  Далее,

S AB MMAMB =
1
2 1� ,  S AB DD

ADK =
1
2

1
2 1( ) ,  S AB CC

BCK =
1
2

1
2 1( ) .

Отсюда получаем

SAMB = SADK + SBCK.

2. SAMB = S + х + y, SADK = S1 + x, SBCK = S2 + y (обозначе-
ния площадей см. на рисунке 133). Подставляя эти 
выражения в равенство SAMB = SADK + SBCK, приходим 
к равенству S = S1 + S2, что и требовалось доказать.

843. 1. Точки М и K лежат по од-
ну сторону от прямой CD, так как в 
противном случае SBDM � SBCK.
2. Докажем сначала, что SCDK =

= SCDM (рис. 134). В самом деле, 
SCDK = SBCK – SBCD, SCDM = SBDM –
– SBCD, если точки М, K и точ-
ка В лежат по разные стороны от 
прямой CD, как показано на ри-
сунке 134, и SCDK = SBCD – SBCK, 
SCDM = SBDM – SBCD, если точки 
М, K и В лежат по одну сторо-
ну от прямой CD. В любом слу-
чае из этих равенств следует, что 
SCDK = SCDM.

3. Треугольники CDK и CDM имеют
общее основание CD, поэтому их 
высоты равны, и, следовательно, 
CD || MK.

4. Так как треугольник ACD равно-

бедренный, то � ADC =
a

2
. Но � ADC = �BKM, поэтому 

�BKM =
a

2
.

849. Пусть AA1, BB1, CC1 — высоты данного остро-
угольного треугольника ABC (рис. 135). Так как треуголь-
ник ABC остроугольный, то точки А1, В1 и С1 лежат на 
сторонах ВС, СА и АВ.
1. � ABA1 	 �CBC1 по двум углам (� А1 = �С1 = 90�, �B — 

общий), следовательно, 
AB
BC

A B
BC

= 1

1
, откуда 

AB
A B

BC
BC1 1

= . 

Рис. 133

Рис. 134
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Отсюда следует, что � A1BC1 	 � АВС (по второму при-
знаку). Аналогично доказывается, что � АВ1С1 	 � ABC 
и � А1В1С 	 � АВС.

2. �1 = 90� – � AC1B1, �2 = 90� – � A1C1B. Но из доказанно-
го выше подобия треугольников следует, что � AC1B1 = 
= � A1C1B = � ACB, поэтому �1 = �2, т. е. луч С1С — 
биссектриса угла С1 треугольника A1В1С1. Аналогично 
доказывается, что A1A и В1В — биссектрисы двух дру-
гих углов.

852. Пусть D и Е — точки пересечения прямых AM и 
АK с прямой ВС (рис. 136).
1. В треугольнике ABD отрезок ВМ — высота и бис-

сектриса, следовательно, BA = BD и AM = MD (зада-
ча 133).

2. Аналогично в треугольнике АСЕ СА = СЕ и АK = KЕ.
3. Отрезок МK — средняя линия треугольника ADE, по-

этому

MK DE DB BC CE AB BC CA= = + + = + +
1
2

1
2

1
2

( ) ( ).

866. Пусть AA1, ВВ1, СС1 — медианы треугольника 
ABC и пусть ВС = а.
1. Проведём отрезки АР и AQ, параллельные медианам 

ВВ1 и СС1 (рис. 137). Тогда ВВ1 — средняя линия тре-

Рис. 137

Рис. 136Рис. 135
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угольника АСР, поэтому АР = 2ВВ1. Аналогично 
AQ = 2СС1. Кроме того,

PB = BC = CQ = a, PA A Q a1 1
3
2

= = .

2. Проведём средние линии А1М и А1K треугольника APQ. 
Тогда

A M AP BB1 1
1
2

= = , AM AQ CC= =
1
2 1.

Таким образом, стороны треугольника АА1М равны со-
ответственно медианам треугольника ABC, т. е. треуголь-
ник АА1М равен треугольнику EGF, указанному в условии 
задачи.
3. Пусть высота треугольника ABC, проведённая из вер-

шины А, равна h. Тогда высота треугольника A1MQ, 

проведённая из вершины М, равна 
1
2

h. Поэтому

S ahABC =
1
2

, S ah ahAA Q1

1
2

3
2

= =
3
4� , S a h ahA MQ1

1
2

3
2

1
2

= =
3
8� � . 

Следовательно,

S S S S ahEFG AA M AA Q A MQ= = =
1 1 1

3
8

– , 
S
S

ah

ah

EFG

ABC
= =

3
8
1
2

3
4

.

871. Пусть даны угол hk и отрезок PQ (рис. 138, а). 
Требуется построить треугольник ABC, в котором � A = �hk, 
АВ = АС, ВС + АН = PQ, где АН — высота треугольника 
ABC.

Анализ. Пусть ABC — искомый треугольник 
(рис. 138, б). Проведём какой-нибудь отрезок В1С1, па-
раллельный отрезку ВС. Получим треугольник АВ1С1, по-

Рис. 138
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добный треугольнику ABC. Ясно, что равнобедренный тре-
угольник АВ1С1 с заданным углом А построить нетрудно. 
Из подобия треугольников следует: 

AH

AB
AH
AB

1

1
= ,  

B C

AB
BC
AB

1 1

1
= .

Складывая эти равенства, получаем
AH B C

AB
AH BC

AB
1 1 1

1

+
=

+
, т. е. 

AH B C

AB
PQ
AB

1 1 1

1

+
= .

Если треугольник АВ1С1 построен, то отрезки с длина-
ми (АН1 + В1С1) и АВ1 нам известны. Отрезок PQ задан 
условием задачи. Таким образом, из последнего равенства 
можно определить сторону АВ искомого треугольника:  

AB
AB PQ

AH B C
=

+
1

1 1 1

�
. Это соотношение указывает способ постро-

ения треугольника ABC.

Построение. Строим какой-нибудь равнобедрен-
ный треугольник АВ1С1, в котором � A = �hk, АВ1 = АС1 
(рис. 138, в). Проводим высоту АН1 этого треугольника и 
на луче АН1 откладываем отрезки

АН2 = АН1 + В1С1 и AH3 = PQ.

Через точку Н3 проводим прямую, параллельную В1Н2. 
Она пересекает луч АВ1 в точке В. На луче АС1 отклады-
ваем отрезок АС = АВ. Треугольник ABC — искомый.

Доказательство. По построению � A = �hk, АВ = АС. 
Докажем, что ВС + АН = PQ. По построению Н1Н2 = АН2 –
– АН1 = В1С1. Треугольники В1Н1Н2 и ВНН3 подобны, 
поэтому

B H

H H
BH

HH
1 1

1 2 3
= , или 

1
2

1
21 1

1 1 3

B C

B C

BC

HH
= .

Отсюда следует, что НН3 = ВС и, значит,

AH + BC = AH + HH3 = AH3 = PQ.

Исследование. Из построения видно, что задача всег-
да имеет решение. Нетрудно доказать, что решение един-
ственное.

872. Пусть даны отрезки P1Q1, P2Q2, P3Q3. Для кратко-
сти записи обозначим их длины буквами b, с, а соответ-
ственно. Требуется построить треугольник ABC, у которого 
АВ = b, АС = с, AD = a, где AD — биссектриса треуголь-
ника.
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Анализ. Пусть ABC — искомый 
треугольник (рис. 139). Проведём 
ВЕ � АС. Получим равнобедренный 
треугольник ABE (AB = BE = b). Вы-
разим DE через а, b, с. Из подобия 
треугольников ADC и EDB имеем 
DE
AD

BE
AC

= , откуда DE
ab
c

= . По данным 

отрезкам с длинами а, b, с можно по-
строить отрезок DE. После этого можно построить тре-
угольник ABE, а затем искомый треугольник ABC.

Построение. Строим отрезок, длина которого равна ab
c

.

Далее строим треугольник ABE по трём сторонам: 

АВ = BE = b, AE a
ab
c

= + . Наконец, через точку А проводим 

луч AM так, что �MAE = �EAB, и на этом луче отклады-
ваем отрезок АС = с. Треугольник ABC — искомый.

Доказательство. По построению АВ = b, АС = с, луч 
АЕ — биссектриса угла CAB. Пусть D — точка пересе-
чения АЕ и ВС. Из подобия треугольников ADC и EDB 
получаем

AD DE a
AC
BE

ab
c

c
b

= = =� � ,

т. е. биссектриса AD треугольника ABC равна а. Итак, 
треугольник ABC — искомый.

Исследование. Ясно, что треугольник ABC можно по-
строить в том и только в том случае, когда можно построить 
треугольник ABE, а для этого его стороны должны удовлет-
ворять соотношению АЕ < АВ + BE. Но АВ + ВЕ = 2АВ,

поэтому должно выполняться неравенство a b
ab
c

+ < 2 , или 

a
bc

b c
<

2
+

. Если данные отрезки с длинами а, b, с удовлетво-

ряют этому условию, то задача имеет решение. В против-
ном случае решения нет.

Нетрудно доказать, что если решение есть, то оно един-
ственное. В самом деле, допустим, что имеются два тре-
угольника ABC и А1В1С1, удовлетворяющие условиям зада-
чи. Для каждого из них выполним такое же построение, 
как на рисунке 139. Тогда получим � АВЕ = � A1B1E1 (по 
трём сторонам), поэтому �DAB = �D1A1B1, следователь-
но, в треугольниках ABC и А1В1С1 углы А и A1 равны. 
Значит, равны и сами треугольники (по двум сторонам и 
углу между ними). Это и доказывает единственность ре-
шения.

Рис. 139
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875. Задачу нужно понимать так: даны отрезки P1Q1, 
P2Q2, M1N1, M2N2 и угол hk. Требуется построить трапе-
цию ABCD с основаниями ВС и AD так, чтобы AB = P1Q1,

AD = P2Q2, BC < AD, � A = �hk,
ВС : CD = MlNl : M2N2.

Построение. Сначала построим 
треугольник ABD по двум сторо-
нам и углу между ними: АВ = P1Q1, 
AD = P2Q2, � А = �hk (рис. 140). За-
тем через точку В проведём прямую р, 
параллельную AD, и на этой прямой 
по ту же сторону от прямой АВ, что и 
точка D, отложим отрезок ВС1 = M1N1. 

Далее построим окружность радиуса M2N2 с центром 
в точке С1. Пусть D1 — общая точка этой окружности и 
луча BD. Проведём через точку D прямую DC, параллель-
ную D1C1 (С 
 р). Если при этом окажется, что BC < AD, то 
трапеция ABCD — искомая. 

Доказательство. По построению AB = P1Q1, AD = P2Q2, 

� A = �hk, BC
CD

BC
C D

M N
M N

= =1

1 1

1 1

2 2
,  BC < AD, т. е. трапеция ABCD 

удовлетворяет всем условиям задачи.

Исследование. Окружность радиуса M2N2 с центром 
в точке С1 либо не имеет общих точек с лучом BD, ли-
бо имеет одну или две общие точки. В первом случае за-
дача не имеет решений, во втором случае задача может 
иметь решение, но может и не иметь его, в третьем слу-
чае решения может не существовать, может существовать 
единственное решение и, наконец, могут существовать два 
решения. Все эти случаи можно предложить рассмотреть 
более сильным учащимся.

876. Пусть даны два отрезка (обозначим их длины буква-
ми т и п) и дан квадрат (обозначим его сторону буквой а).
Требуется построить ромб ABCD, у которого AC : BD = m : n, 
SABCD = a2.

Анализ. Положим АС = х, BD = y. Тогда по условию

x
y

m
n

= , 
1
2

2xy a= .

Отсюда находим x и y:

x
am

mn
=

2
, y

an

mn
=

2
.

Рис. 140
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Мы получили формулы, которые позволяют построить 
отрезки, равные диагоналям искомого ромба, а затем по-
строить и сам ромб.

Построение. Сначала построим отрезок длиной 

p mn=  (рис. 141, а). Отрезок длиной q a= 2  — это диа-
гональ данного квадрата. Далее построим отрезки с дли-

нами x
qm

p
=  и y

qn
p

=  (рис. 141, б). После этого построим 

взаимно перпендикулярные прямые, пересекающиеся в 
точке О (рис. 141, в), и на лучах этих прямых отложим 

отрезки OA
x

=
2

, OC
x

=
2

 (на одной прямой) и OB
y

=
2

, OD
y

=
2

 

(на другой прямой). Очевидно, ABCD — искомый ромб, 
причём при любых данных т, п, а задача имеет един-
ственное решение.

877. По условию данные окружности (обозначим их 
центры О и О1, а радиусы r1 и r2) имеют единственную 
общую точку М. Отсюда следует, что точка М лежит на 
прямой O1O. В самом деле, если предположить, что точки 
М, О1 и О не лежат на одной прямой (рис. 142, а), то точ-
ка М1, симметричная точке М относительно прямой O1O, 
также является общей точкой данных окружностей (так 
как OМ = OМ1 = r1, O1М = O1М1 = r2). Но это противоречит 

Рис. 142

Рис. 141
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условию задачи. Итак, М 
 O1O. Поэтому прямая СС1, про-
ходящая через точку М и перпендикулярная к прямой 
O1O, является общей касательной данных окружностей.

На рисунке 142, б, в изображены два возможных слу-
чая в зависимости от положения точки М относительно 
отрезка OO1. Из теоремы о вписанном угле и результа-
та задачи 664 следует, что �1 = �2 и �1 = �3. Поэтому 
�2 = �3, и, значит, АА1 � ВВ1.

881. Проведём диаметр ВМ данной окружности 
(рис. 143). Так как BM � AD, то �1 = �2 и поэтому пря-
моугольные треугольники АВМ и DAB подобны. Из их по-
добия следует: 

AB
AD

BM
AB

= ,

откуда

AB
AD

BM
2

= ,

т. е. для всех хорд АВ отношение AB
AD

2
 имеет одно и то же 

значение, равное диаметру данной окружности.
893. На диагонали АС данного вписанного четырёх-

угольника ABCD возьмём точку K так, чтобы � АВK = 
= �CBD (рис. 144).

1. � АВK 	 �DBC по двум углам, поэтому 
AK
CD

AB
BD

= , отку-

да AK
AB CD

BD
=

�
.

2. �ВСK 	 �BDA (по двум углам: �СВK = �DBA, 

�C = �D), поэтому 
KC
AD

BC
BD

= , откуда KC
BC AD

BD
=

�
.

3. Сложив выражения для АK и KС, получим AC = AK + 

+ = +KC
AB CD

BD
BC AD

BD
� �

, откуда AC · BD = AB · CD + BC · AD,

что и требовалось доказать.

Рис. 144Рис. 143
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895. Докажем, что точка М — 
середина отрезка ОН — является 
центром окружности Эйлера, прохо-
дящей через девять указанных то-
чек (рис. 145; на рисунке отмечены 
только пять из девяти точек: А1, А2, 
А3, B1, В3).
1. Отрезок А2М — средняя линия 

треугольника АНО, поэтому

A M OA
R

2
1
2 2

= = ,

где R — радиус окружности, описанной около треуголь-
ника ABC.

2. Стороны треугольников АНВ и А3ОВ3 соответственно 
параллельны, поэтому эти треугольники подобны, при-

чём коэффициент подобия равен 
AB

A B3 3
2= .  Отсюда сле-

дует, что

OA AH A H3 2
1
2

= = .

Так как ОА3 � А2Н, то четырёхугольник ОА3НА2 — па-
раллелограмм, а М — точка пересечения его диагоналей. 
Следовательно,

MA MA
R

3 2 2
= = .

3. Точка М равноудалена от параллельных прямых АА1 и 
ОА3, и так как Al A3 � A A1 и А1А3 � ОА3, то 

MA MA
R

1 3 2
= = .

4. Итак, мы доказали, что точки A1, A2 и A3 лежат на 

окружности с центром М радиуса R
2

. Точно так же до-

казывается, что точки В1, В2, В3, 
а также точки С1, С2, С3 лежат на 
этой окружности.

896. Пусть AВС — данный тре-
угольник, а Н, K и М — основания
перпендикуляров, проведённых из 
произвольной точки D описанной 
окружности к прямым АВ, АС и ВС 
(рис. 146). 

Допустим, что луч DK ле-
жит внутри угла HDM. Так как 
�HDM = � ADC (каждый из этих 

Рис. 145

Рис. 146



углов равен 180� – �B), то либо эти углы совпадают, ли-
бо один из лучей DM или DH лежит внутри угла ADC, 
а другой вне его. В первом случае точка Н совпадает с 
точкой А, а точка М — с точкой С и утверждение задачи 
очевидно. Во втором случае точки Н и М лежат по разные 
стороны от прямой АС, поэтому для решения задачи доста-
точно доказать, что � АKН = �MKC: это будет означать, 
что точки Н, K и М лежат на одной прямой.
1. В четырёхугольнике AHDK � H + �K= 180�, поэто-

му около него можно описать окружность, и, следо-
вательно, вписанные в эту окружность углы АKН и 
ADH опираются на одну и ту же дугу АН и потому 
� AKH = � ADH.

2. Так как � HDM = � ADC, то � ADH = �MDC.
3. Так как углы DMC и DKC прямые, то точки М и 

K лежат на окружности с диаметром CD. Поэтому 
� MDC = � MKC (вписанные углы, опирающиеся на 
одну и ту же дугу МС).
 Таким образом, из полученных равенств следует, что 
� АKН = �МKС.
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Примерное тематическое планирование 
учебного материала

Номер 
пара-
графа

Содержание материала Кол-во 
часов

Глава V. Четырёхугольники 14

1 Многоугольники 2

2 Параллелограмм и трапеция 6

3 Прямоугольник, ромб, квадрат 4

Решение задач 1

Контрольная работа № 1 1

Глава VI. Площадь 14

1 Площадь многоугольника 2

2
Площади параллелограмма, треугольника и 
трапеции

6

3 Теорема Пифагора 3

Решение задач 2

Контрольная работа № 2 1

Глава VII. Подобные треугольники 19

1 Определение подобных треугольников 2

2 Признаки подобия треугольников 5

Контрольная работа № 3 1

3
Применение подобия к доказательству тео-
рем и решению задач 

7



Номер 
пара-
графа

Содержание материала Кол-во 
часов

4
Соотношения между сторонами и углами  
прямоугольного треугольника

3

Контрольная работа № 4 1

Глава VIII. Окружность 17

1 Касательная к окружности 3

2 Центральные и вписанные углы 4

3 Четыре замечательные точки треугольника 3

4 Вписанная и описанная окружности 4

Решение задач 2

Контрольная работа № 5 1

Повторение. Решение задач 4

Всего 68

Продолжение
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